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Теоретико-игровой подход широко используется при исследова-
нии моделей конфликтно-управляемых систем в различных областях 
теории менеджмента. Это обусловлено универсальностью методов 
теории игр и, в частности, принципов оптимальности, использование 
которых в отдельной задаче определяет оптимальное поведение всех 
заинтересованных лиц (игроков), принимающих решения. Особый 
интерес представляют решения, устойчивые относительно отклоне-
ния произвольных коалиций игроков. Одним из таких принципов оп-
тимальности являются сильные равновесия.  
В настоящей работе представлены теоретико-игровые постановки 
задач управления запасами, конкурентной рекламы и проч. Предло-
жена техника нахождения сильных равновесий в одношаговых и 
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Abstract: Game-theory approach is widely used in investigations of 
controlled systems in different fields of management. This is due to the un-
iversality of the games theory techniques and, in particular, principles of 
optimality. Implementation of an optimality principle in a game gains the 
optimal players’ behavior. One of such optimality principles is strong equi-
librium, which is stable against of deviations of any coalitions. 
This paper presents the game-theoretic formulation of inventory prob-
lem, competitive advertising, and so on. A technique for finding strong 
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В настоящее время известно несколько концепций сильного рав-
новесия [Мулен, 1958; Aumann, 1959; Petrosyan, Grauer 2002]. При 
этом в каждом случае под сильным равновесием понимается ситуа-
ция, в определенном смысле устойчивая относительно коалиционных 
отклонений игроков. Этот принцип оптимальности исследован в ши-
роких классах игр в нормальной и развернутой формах (см. например 
[Зенкевич, Зятчин, 2009a; Зенкевич, Зятчин, 2009b; Зенкевич, Петросян, 
Янг, 2009; Зенкевич, Зятчин, 2010; Zenkevich, Zyatchin, 2011]). Основ-
ным недостатком концепции сильного равновесия является то, что 
оно существует достаточно редко. 
При исследовании дифференциальных игр часто используется 
принцип оптимальности Беллмана [Basar, 1977; Флеминг, Ришел, 
1978; Вайсборд, Жуковский, 1980; Basar, Olsder, 1995; Yeung, 
Petrosyan, 2006]. В этом случае задача определения оптимального зна-
чения интегрального функционала сводится к решению экстремаль-
ного уравнения в частных производных. С помощью такой техники в 
ряде случаев удается найти равновесие по Нэшу и парето-
оптимальное решение [Чистяков, 1992; Zenkevich, Zyatchin, 2007]. При 
этом в исследуемой модели необходимо дополнительно учитывать 
условия существования и единственности решения системы диффе-
ренциальных уравнений, описывающей динамику игры, гладкость 
функции Беллмана, а также функций мгновенного и терминального 
выигрышей игроков. 
В данной работе предлагается следующая техника нахождения 
сильного равновесия в дифференциальной игре. Для каждой коалиции 
с помощью специальной свертки осуществляется переход к экстре-
мальной задаче со скалярным критерием, зависящим от набора пара-
метров. Формулируются достаточные условия существования сильно-
го равновесия в дифференциальной игре в виде условий на параметры 
свертки. Использование теоремы продемонстрировано на примере 
линейно-квадратичной несимметричной игры. Для этой игры сильное 
равновесие удалось построить в явном виде на основе решения урав-
нения в частных производных первого порядка специального вида. 
1. ИГРА В НОРМАЛЬНОЙ ФОРМЕ 
Введем понятие игры в нормальной (стратегической) форме. К 
настоящему времени разработана общая формализация игры (нор-




конфликтно-управляемые системы с конечным числом участников. В 
этой формализации игра представляется как конечный набор опреде-
ленных объектов. 
1.1 Определение  игры в нормальной форме. 
Определение 1. Система: 
 
 1 1; ,..., ,..., ; ,..., ,...,N i n i nN X X X K K KΓ = , 
 
где { }1, , , ,N i n= " "  – множество игроков, { }i iX x=  – множество 
стратегий игрока i , 1( , , , , )i i nK x x x" "  – функция выигрыша игрока i , 
принимающая вещественные значения, называется игрой в нормаль-
ной форме или бескоалиционной игрой. 
Значение функции выигрыша 1( , , , , )i i nK x x x" "  есть выигрыш, ко-
торый получает игрок i , если игроками 1,..., ,...,i n  используются соот-
ветственно стратегии 1,..., ,...,i nx x x .  
Игра в нормальной форме реализуется следующим образом. Иг-
роки одновременно и независимо друг от друга выбирают свои стра-
тегии ix  из множества всех своих возможных стратегий iX . В резуль-
тате такого выбора формируется набор стратегий 
 
 1( , , , , ),N i n N N i
i N
x x x x x X X
∈
= ∈ ≡∏" " , 
 
который называется ситуацией. При этом множество NX  называется 
множеством всех ситуаций в данной игре NΓ .  
После выбора стратегий каждым игроком игра прекращается, и 
каждый из игроков i  получает выигрыш, который вычисляется как 
значение функции его выигрыша iK  в этой реализовавшейся ситуа-
ции Nx , то есть величину 1( ) ( , , , , )i N i i nK x K x x x= " " . 
Одним из фундаментальных вопросов, возникающих теории игр 
в нормальной форме, является определение принципа оптимальности 
поведения игроков. 
1.2 Игры  двух  лиц. Матричные  и биматричные игры. 
Игрой двух лиц называется игра в нормальной форме Γ , в кото-
рой принимают участие два игрока [Von Neumann, Morgenstern, 1944]. 




множеством стратегий первого игрока 1X , множеством стратегий 
второго игрока 1X , функцией выигрыша первого игрока 1K  и функци-
ей выигрыша второго игрока 2K . То есть 
 
 1 2 1 2, , ,X X K KΓ= . 
 
Игра в нормальной форме двух лиц с конечным множеством 
стратегий у обоих игроков называется биматричной игрой. Предпо-
ложение о конечном множестве стратегий игроков позволяет поста-
вить в соответствие каждой стратегии первого игрока одно из чисел: 
1,2,...,m , а каждой стратегии второго игрока – одно из чисел: 1,2,...,n . 
Следовательно, выигрыш каждого игрока можно задать в виде матри-



























⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
. 
 
Элементы ija  и ijb  матриц A  и B  являются выигрышами первого 
и второго игрока соответственно в ситуации ( , )i j , где {1,..., }i m∈ , 
{1,..., }j n∈ . В этих обозначениях, выигрыш обоих игроков можно 
представить в единой матрицы ( , )A B , элементами которой являются 
пары ( , )ij ija b , {1,..., }i m∈ , {1,..., }j n∈ : 
 
 
11 11 1 1
1 1
( , ) ... ( , )
( , ) ... ... ...
( , ) ... ( , )
n n
m m mn mn
a b a b
A B
a b a b
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
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Биматричная игра реализуется следующим образом. Первый иг-
рок независимо от второго игрока выбирает номер i  строки матрицы 
( , )A B . Второй игрок – номер j  столбца матрицы. В результате выбо-
ра игроками своих стратегий в игре реализуется ситуация ( , )i j . Тогда 
первый игрок получает выигрыш 1( , )ij i ja K x y= , второй игрок получа-
ет выигрыш 2 ( , )ij i jb K x y= . Биматричную игру будем обозначать так-
же 
 





Пусть игра в нормальной форме Γ  двух лиц такова, что для лю-
бой ситуации ( , )x y , x X∈ , y Y∈  имеет место равенство: 
1 2( , ) ( , )K x y K x y=− , тогда игра Γ  называется антагонистической. В 
частном случае, если в биматричной игре имеет место равенство 
ij ija b=  для всех {1,..., }i m∈ , {1,..., }j n∈ , то такая игра называется мат-
ричной, поскольку для того, чтобы задать матричную игру, достаточ-













⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
. 
 
Для матричных игр будем использовать обозначение  
 
 1( )Γ A . 
1.3 Примеры игр двух лиц. 
Пример 1. Игра «Семейный спор» [Петросян, Зенкевич, Семина, 
1998].  





⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ . 
 
Существуют различные трактовки такой биматричной игры, наи-
более распространенной из них является следующая. У каждого из 
двух игроков (назовем их «муж» и «жена») существует возможность 
выбрать одну из стратегий: футбольный матч (стратегия 1) или театр 
(стратегия 2). Если выбранные игроками стратегии совпадают, то иг-
роки посещают соответствующее мероприятие. Это возможно в том 
случае, если оба игрока выбрали стратегию «футбольный матч», т.е. 
реализовалась ситуация (1,1) ; или оба игрока выбрали альтернативу 
«театр», т.е. реализовалась ситуация (2,2) . В ситуации (1,1)  первый и 
второй игрок получают соответственно выигрыши (2,1) , в ситуации 
(2,2)  игроки получают выигрыши (1,2) . В случае несовпадения вы-




Пример 2. Игра «Распределение ограниченного ресурса» [Петро-
сян, Зенкевич, Семина, 1998].  
Пусть n  потребителей имеют возможность расходовать (накап-
ливать) некоторый ресурс, объем которого ограничен величиной 
0A> . Обозначим через ix  объем ресурса, который расходует (накап-
ливает) потребитель i . В зависимости от значений вектора 
1( ,..., )nx x x=  потребитель i  получает выигрыш 1( ,..., )i nh x x , если сум-
марный объем израсходанного (накопленного) ресурса не превосхо-
дит величины Aθ< . В противном случае выигрыш игрока i  вычисля-
ется с помощью функции 1( ,..., )i ng x x , причем 1 1( ,..., ) ( ,..., )i n i ng x x h x x< . 
Таким образом, построена игра в нормальной форме: 
 
 1 1; ,..., ,..., ; ,..., ,...,N i n i nN X X X K K KΓ = , 
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[0, ],0i i iX a a A= ≤ ≤ . 
 
Пример 3. Игра «Задача о продавцах газет».  
Впервые эта задача была исследована в работе [Parlar, 1988] и 
была одной из первых работ, в которой теоретико-игровой подход 
был использован в задачах управления запасами.  
Рассмотрим игру двух лиц, в которой игроками являются продав-
цы газет (розничная торговля). Обозначим игроков индексами i  и j . 
Стратегией каждого игрока является размер заказа газет: 
[0, )i jX X= = +∞ . Предположим, что оба игрока реализуют одинако-
вый продукт, в результате чего, если игрок i  реализует весь свой за-
пас, то покупатели покупают товар у продавца j . В результате, сум-
марный спрос для игрока i  имеет вид:  
 
 ( )i j jD D x
++ − , j jx X∈ . 
 





 ( , ) [ min( ( ) , ) ]i i j D i j j i i ix x E P D D x x c x+Π = + − − , 1,2i= . 
 
Таким образом, построена игра в нормальной форме 
 
 , , ,i j i jX X K KΓ= . 
2. ПРИНЦИПЫ ОПТИМАЛЬНОСТИ ДЛЯ ИГРЫ В НОР-
МАЛЬНОЙ ФОРМЕ 
В соответствии с определением функции выигрыша 1( ,..., )i nK x x , 
которая задана на всех возможных ситуациях (а значит, зависит не 
только от действий игрока i , но и от стратегий других игроков), важ-
ным является вопрос о том, какое поведение игроков следует считать 
оптимальным? Именно в этом заключается, возможно, наиболее важ-
ная и сложная проблема теории игр, – выяснить, что понимать под 
решением игры. При этом различные понятия решения игры будут 
соответствовать различным способам «оптимального» поведения иг-
роков, т.е. будут отвечать различным принципам оптимальности. 
 
Определение 2. Под принципом оптимальности (или решением) 
s , заданным на классе (подклассе) игр { } { }1 1, ,n nN i ii iN X K= =Γ =  в нор-
мальной форме понимают функцию, ставящую в соответствие ка-
ждой игре NΓ  этого класса определенное подмножество ( )Ns Γ , из 
множества NX  всех ситуаций в игре, т.е. ( )N Ns XΓ ⊂ . 
2.1 Сильное равновесие 
Наиболее распространенным принципом оптимального поведе-
ния или принципом оптимальности считается выбор в качестве наи-
лучшей некоторой ситуации равновесия по Нэшу, которая так названа 
в честь Джона Нэша, сформулировавшего указанный принцип опти-
мальности в 1951 году. Этот принцип определяет в качестве опти-
мальных такие ситуации, для которых любые индивидуальные откло-
нения игроков от входящих в эту ситуацию стратегий, не могут уве-
личить выигрыша отклонившегося игрока при условии, что все ос-
тальные игроки придерживаются зафиксированных в этой ситуации 






Определение 3. Ситуация 1 1 1( , , , , , )N i i i n Nx x x x x x X∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗− += ∈" "  в иг-
ре NΓ  называется равновесием по Нэшу, если для каждого игрока i  и 
любой стратегии i ix X∈  этого игрока выполняется неравенство 
 
 1 1 1 1 1 1( , , , , , ) ( , , , , )i i i i n i i i i nK x x x x x K x x x x x∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗− + − +≥" " " " . 
 
Заметим, что в обозначениях условие определения 3 можно пред-
ставить в следующем виде: 
 
 ( , ) ( , )i i i i i iK x x K x x
∗ ∗ ∗
− −≥ . 
 
Множество всех ситуаций равновесия по Нэшу будем обозначать 
( )NNE Γ . В соответствии с определением 3 множество ( )NNE Γ  реали-
зует определенный принцип оптимальности (а именно, принцип рав-
новесия по Нэшу) для игры в нормальной форме.  
Рассмотрим еще один принцип оптимальности в игре в нормаль-
ной форме. Обозначим через S N⊆  произвольную коалицию в иг-
ре NΓ . Множество стратегий SX  коалиции S  определяется как декар-
тово произведение стратегий игроков, входящих в коалицию S : 
 














Следующее определение основано на концепции, предложенной 
Р. Ауманом [Aumann, 1959]. 
 
Определение 4. Ситуация * * * *1 2= ( , , , )N nx x x x…  называется сильным 
равновесием 1SE  в игре NΓ  если для каждой коалиции M N⊆ , и 
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 1 1( , , ) = ( , , ).S n i n
i S
K x x K x x
∈
∑… …  
 
Определение 5. Ситуация * * * *1 2= ( , , , )N nx x x x…  называется сильным 
равновесием 2SE  в игре NΓ  если для каждой коалиции S N⊆  и любой 
стратегии S Sx X∈  выполнены следующие неравенства: 
 
 * * *( , ) ( , )S S S S S SK x x K x x− −≥ . 
 
Определение 6. Ситуация * * * *1 2= ( , , , )N nx x x x…  называется сильным 
равновесием 3SE  в игре NΓ  если для каждой коалиции S N⊆  и любой 
стратегии S Sx X∈ , *S Sx x≠  существует такой игрок 0i S∈ , что вы-
полнено следующее неравенство: 
 
 * * * *
0 0 0
( ) = ( , ) > ( , )i N i S S i S SK x K x x K x x− − . 
 
Определения 5 и 6 основаны на концепции, предложенной Л.А. 
Петросяном [Петросян, Зенкевич, Семина, 1998; Petrosyan, Grauer, 
2002; Зенкевич, Петросян, Янг, 2009]. 
Необходимо отметить, что 1SE , 2SE  и 3SE  являются равновесием 
по Нэшу и парето-оптимальным решением одновременно. Множество 
сильных равновесий в игре NΓ  в смысле определений 4 – 6 будем 
обозначать 1( )NSE Γ , 2 ( )NSE Γ  и 3( )NSE Γ  соответственно. 
Для дальнейшего анализа сильных равновесий в играх в нор-
мальной форме необходимо рассмотреть еще одну форму записи оп-
ределения 3. Пусть задан вектор: 
 
 ( )[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]1= , , , , ,n i n i n i n i ni n Eλ λ λ λ ∈… …  
где [ , ] = 0n ijλ , j i≠ , [ , ] = 1n iiλ . 
 
Определение 6*. Ситуация 
* * * *
1 2= ( , , , )N nx x x x…  называется силь-
ным равновесием 3SE  в игре NΓ  если для каждой коалиции S N⊆  и 
любой стратегии коалиции S Sx X∈ , *S Sx x≠  существует такой игрок 
0
Si S∈ , для которого имеет место следующее неравенство: 
 
 [ , [ ,* * *0 0
=1 =1
] ]( , ) > ( , )
n nS Sn i n i
i i S S i i S S
i i





Следующие результаты показывают взаимосвязь между множе-
ствами 1( )NSE Γ , 2 ( )NSE Γ  и 3( )NSE Γ . 
 
Лемма 1. Для каждой игры в нормальной форме NΓ  имеет место 
следующее включение: 
 
 2 1( ) ( )N NSE SEΓ ⊂ Γ . 
 
Доказательство можно найти в [Zenkevich, Zyatchin, 2011]. 
 
Лемма 2. Для каждой игры в нормальной форме NΓ  имеет место 
следующее включение:  
 
 3 1( ) ( )N NSE SEΓ ⊂ Γ . 
 
Пересечение множеств 2 ( )NSE Γ  и 3( )NSE Γ  может оказаться пус-
тым. 
 





⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠. 
 
В соответствии с определениями 4 – 6* имеем: 
 
 1 2 2( ) = ( ) = {(1,2),(2,1)},SE NEΓ Γ  
 
 2 2( ) = (2,1),SE Γ  
 
 3 2( ) = (1,2).SE Γ  
 
Очевидно, 2 2 1 2( ) ( )SE SEΓ ⊂ Γ  и 3 2 1 2( ) ( )SE SEΓ ⊂ Γ , но 
2 2 3 2( ) ( ) =SE SEΓ ∩ Γ ∅ . 
3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ИГРА 
Дифференциальные игры являются расширением понятия одно-
шаговой игры на случай, когда игроки принимают решение непре-




многих моделях, которые строятся для задач управления цепями по-
ставок, предполагается непрерывный процесс принятия решения все-
ми участниками, дифференциальные игры находят здесь широкое 
применение. 
В зависимости от заданного промежутка времени, дифференци-
альные игры делятся на игры конечной и бесконечной продолжитель-
ности. Если в дифференциальной игре динамика не зависит от слу-
чайных факторов, то игр называется детерминированной. В против-
ном случае, игра является стохастической [Basar, Olsder, 1995]. 
3.1 Определение  дифференциальной  игры. 
Определим дифференциальную игру 0 0( , )x T tΓ −  из начального 
состояния 0x  и конечной продолжительности 0T t− . Здесь 0 0t ≥ , 
0T t≥  – моменты начала и окончания игры соответственно [Зенкевич, 
Петросян, Янг, 2009]. Множество игроков в игре 0 0( , )x T tΓ −  обозна-
чим через = {1, , , }N i n… … . 
Предположим, что динамика изменения состояния игры 
0 0( , )x T tΓ −  имеет вид:  
 
 [ ]1( ) = , ( ), ( ), , ( )nx t f t x t u t u t … , 0 0( ) =x t x , 
 
где ( )x t R∈ , 0x  – известное начальное состояние игры, ( )iu t  – управ-





⊂∏ . Предположим, что функция [ ]1, ( ), ( ), , ( )nf t x t u t u t…  – не-
прерывно дифференцируемая на 0[ , ] Nt T R U× × . 
Для каждого игрока i N∈  рассмотрим интегральный функционал 
с терминальным выигрышем вида: 
 
 0 1 2( , ( ), ( ), ( )) =i nJ x u u u⋅ ⋅ ⋅…  
 
 [ ] [ ]1 2
0
= , ( ), ( ), ( ), ( ) ( ) ,i n i
t
T
g t x t u t u t u t dt q x T+∫ …  
 
где ( )iu ⋅  представляет собой непрерывную функцию ( )iu t , 0[ , ]t t T∈ . 
Будем предполагать, что функции [ ]1, ( ), ( ), , ( )i ng t x t u t u t…  и [ ]( )iq x T  яв-




что игрок i N∈  стремится максимизировать значение функционала 
0 1( , ( ), , ( ), , ( ))i i nJ x u u u⋅ ⋅ ⋅… …  по ( )iu ⋅ . 
Рассмотрим дифференциальную игру бесконечной продолжи-
тельности 0( )xΓ . Будем считать, что игрок i N∈  стремиться максими-
зировать функцию выигрыша следующего вида: 
 
 0 1 2 1
0
( , ( ), ( ), ( )) = [ ( ), ( ),..., ( )]rti n i nJ x u u u e g x t u t u t dt
∞
−⋅ ⋅ ⋅ ∫… , 
 
при ограничении  
 
 [ ]1( ) = ( ), ( ), , ( )nx t f x t u t u t … , 0(0) =x x , 
 
где r  – параметр дисконтирования. Дифференциальная игра 0( )xΓ , 
заданная на бесконечном промежутке не зависит от выбора начально-
го момента, а зависит лишь от состояния x  в момент начала игры. 
3.2. Примеры постановок дифференциальных  игр.  
Пример 5. Рассмотрим игру двух лиц, в которой игроки произво-
дят и реализуют одинаковый продукт [Kamien, Schwartz, 2000]. Каж-
дый игрок в каждый момент времени выбирает объем производства, 








uC u cu= + . 
 
Пусть изменение рыночной цены продукта определяется уравне-
нием:  
 
 1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]dp s s a u s u s p s ds= − − − , 0(0)p p= , 
 
где s  – коэффициент, характеризующий скорость изменения цены. 




[ ( ) ( ) ( ( )]rt i i ie P s u s C u s ds
∞
− −∫ , 1,2i= . 
 





На рынок выходят две фирмы. Функция прибыли первой и вто-
рой фирмы имеют соответственно вид: 
 
 21 1 1 1
0
[ ( ) ( )] ( )
T




 22 2 2 2
0
[ (1 ( )) ( )] (1 ( ))
T
rs rTe q x s c u s ds e S x T− −− − + −∫ , 
 
где r , iq , ic , iS , 1,2i=  – положительные постоянные, ( )x s  – доля 
рынка фирмы 1 в момент s , (1 ( ))x s−  – доля рынка фирмы 2, ( )iu s  – 
вложения в рекламу фирмы 1,2i= . 
Предполагается, что емкость рынка не меняется со временем. 
Единственным рыночным инструментом, которым пользуются фир-
мы, является реклама. Вложения в рекламу влияют на динамику доли 
рынка каждой фирмы. Динамика доли рынка первой фирмы опреде-





1 2( ) ( ( )[1 ( )] ( )[ ( )] )dx s u s x s u s x s ds= − −  
3.3 Сильное равновесие в дифференциальной  игре. 
Пусть S N⊆  – произвольная коалиция в игре конечной продол-
жительности 0 0( , )x T tΓ − . Обозначим через ( ) = { ( )}S i i Su u ∈⋅ ⋅  стратегию 
коалиции S . Стратегию дополнительной коалиции \N S  будем обо-
значать через \ ( )N Su ⋅  или ( )Su− ⋅ . 
Сформулируем определения 4 – 6* для дифференциальной игры 
0 0( , )x T tΓ − . 
 
Определение 7. Ситуация * * * *1 2( ) = ( ( ), ( ), , ( ))N nu u u u⋅ ⋅ ⋅ ⋅…  является 
сильным равновесием 1SE  в дифференциальной игре 0 0( , )x T tΓ −  если 
для каждой коалиции M N⊆  и любой стратегии коалиции ( )Mu ⋅  сле-
дующие условия не выполнены: 





 * [ ] * [ ]0
0
( , ( ), ( )) = , ( ), ( ), ( ) ( )M Mi M M i M M i
t
T
J x u u g t x t u t u t dt q x T− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ ⋅ + ≥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  
 
 * * * * * *0
0
, ( ), ( ), ( ) ( ) = ( , ( ), ( )),i M M i i M M
t
T
g t x t u t u t dt q x T J x u t u t− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤≥ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  
 
и существует игрок 0i M∈  такой, что:  
 
 *00 ( , ( ), ( )) =i M MJ x u u−⋅ ⋅  
 
 [ ] * [ ]
0 0
0
= , ( ), ( ), ( ) ( ) >M Mi M M i
t
T
g t x t u t u t dt q x T−⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  
 
 * * * *
0 0
0
> , ( ), ( ), ( ) ( ) =i M M i
t
T
g t x t u t u t dt q x T−⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  
 




 [ ] [ ] * [ ] 0 0( ) = , ( ), ( ), ( ) , ( ) = ,
M M M
M Mx t f t x t u t u t x t x−⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦  
 
 * * * * *1 0 0( ) = , ( ), ( ), , ( ) , ( ) = .nx t f t x t u t u t x t x⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ …  
 
Рассмотрим следующие обозначения: 
 
 [ ] [ ], , ( ) = , ( ), ( ) ,S N i N
i S




 [ ] [ ]( ) = ( ) .S i
i S




Определение 8. Ситуация является сильным равновесием в 
дифференциальной игре 0 0( , )x T tΓ − если следующие неравенства име-





 *0( , ( )) =S NJ x u ⋅  
 
 * * * *
0
= , ( ), ( ), ( ) ( )S S S S
t
T
g t x t u t u t dt q x T−⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ≥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  
 
 [ ] * [ ]
0
, ( ), ( ), ( ) ( ) =S SS S S S
t
T
g t x t u t u t dt q x T−⎡ ⎤ ⎡ ⎤≥ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  
 




 [ ] [ ] * [ ] 0 0( ) = , ( ), ( ), ( ) , ( ) = ,
S S S
S Sx t f t x t u t u t x t x−⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦  
 
 * * * * *1 0 0( ) = , ( ), ( ), , ( ) , ( ) = .nx t f t x t u t u t x t x⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ …  
 
В дальнейшем будем использовать следующую форму условия из 
определения 8:  
 
 * *0 0, ( ) , ( ), ( ) ,S S S SJ x u J x u u−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ ≥ ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
 
 [ ] [ ] * [ ] 0 0( ) = , ( ), ( ), ( ) , ( ) = ,
S S S
S Sx t f t x t u t u t x t x−⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦  
 
 * * * * 0 0( ) = , ( ), ( ) , ( ) = ,x t f t x t u t x t x⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦  
 
 , , ( ).SS N S u∀ ⊂ ≠∅ ∀ ⋅  
 
Определение 9. Набор стратегий является сильным равновеси-
ем 3SE  в дифференциальной игре 0 0( , )x T tΓ −  если для любой S N⊆  и 
любой стратегии *( ) ( )S Su u⋅ ≠ ⋅  существует игрок 0i S∈ , такой, что 
имеет место следующее неравенство:  
 
 * * * * * *00 0 0
0
( , ( ), ( )) = , ( ), ( ), ( ) ( ) >i S S i S S i
t
T





 [ ] [ ] *00 0 0
0
> , ( ), ( ), ( ) ( ) = ( , ( ), ( ))S Si S S i i S S
t
T
g t x t u t u t dt q x T J x u u− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ . 
 
Как и для определения 6* рассмотрим другую форму записи оп-
ределения 6.  
 
Определение 9*. Набор стратегий является сильным равновеси-
ем 3SE  в дифференциальной игре 0 0( , )x T tΓ −  если для любой коалиции 
S N⊆  и любой стратегии ( )Su ⋅ , *( ) ( )S Su u⋅ ≠ ⋅  существует игрок 0Si S∈ , 
такой, что имеет место следующее неравенство:  
 
 [ , [ ,* * *0 00 00 0
=1 =1
] ]( , ( ), ( )) > ( , ( ), ( ))
n nS Sn i n i
i i S S i i S S
i i
J x u u J x u uλ λ− −⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑ ∑ . 
 
Очевидно, лемма 1 и лемма 2 справедливы для дифференциаль-
ной игры конечной и бесконечной продолжительности. Аналогично 
определениям 7 – 9* понятие сильного равновесия 1SE , 2SE  и 3SE  
формулируется для дифференциальных игр бесконечной продолжи-
тельности.  
Следующая теорема определяет достаточные условия существо-
вания сильного равновесия 3SE  в дифференциальной игре 0 0( , )x T tΓ −  
конечной продолжительности. 
 
Теорема 1. Если для любой коалиции ,S N⊆  S ≠∅  в дифференци-
альной игре 0 0( , )x T tΓ −  существует номер 0Si S∈  и непрерывно-
дифференцируемое на [0, ]T R×  решение системы дифференциальных 
уравнений  
 
 {[ ] * [ ]( , ) max , , ( ), ( , ) ( , )
S
S S
t S S xu
V t x f t x u t t x V t xϕ−⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦  
 
 [ , *0
=1
] , , ( ), ( , ) =
n Sn i
i i S S
i
g t x u t t xλ ϕ−
⎫⎪⎪⎡ ⎤+ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎪⎭∑  
 





 [ , * *0
=1
] , , ( , ), ( , ) = 0
n Sn i
i i S S
i
g t x t x t xλ ϕ ϕ−⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦∑ , 
 
 [ ], 0[ ] [ ] [ ]
=1
( , ( )) = ( )
n Sn iS S S
i i
i
V T x T q x Tλ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦∑ , 
 
где для всех коалиций S N⊆  максимум в левой части достигается на 
единственном наборе  
 
 ( ){ }* 0, ( ) , , [ , ]i it x t U i N t t Tϕ ∈ ∈ ∈ , 
 
и ( )* , ( ) ,i it x t Uϕ ∈  i N∈  являются непрерывными на 0[ , ]t T R×  функция-
ми, тогда набор ( ){ }* * 0( ) = , ( ) , , [ , ]i i iu t t x t U i N t t Tϕ ∈ ∈ ∈  является силь-
ным равновесием 3SE  в дифференциальной игре 0 0( , )x T tΓ − . 
 
Следующая теорема определяет достаточные условия существо-
вания сильного равновесия 3SE  в дифференциальной игре ( )xΓ  беско-
нечной продолжительности. 
 
Теорема 2. Если для любой коалиции ,S N⊆  S ≠∅  в дифференци-
альной игре ( )xΓ  существует номер 0Si S∈  и непрерывно-
дифференцируемое на [0, ]T R×  решение системы дифференциальных 
уравнений  
 
 {[ ] * [ ]( ) max , ( ), ( ) ( )S SS S xuSrV x f x u t x V xϕ−⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦  
 
 [ , *0
=1
] , ( ), ( ) =
n Sn i
i i S S
i
g x u t xλ ϕ−
⎫⎪⎪⎡ ⎤+ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎪⎭∑  
 
 [ ] * * [ ]= ( ) , ( ), ( ) ( )S SS S xrV x f x x x V xϕ ϕ−⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦  
 
 [ , * *0
=1
] , ( ), ( ) = 0
n Sn i
i i S S
i
g x x xλ ϕ ϕ−⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦∑  
  






 ( ){ }* , ,i ix U i Nϕ ∈ ∈  
 
и ( )* ,i ix Uϕ ∈  i N∈  являются непрерывными на 0[ , ]t T R×  функциями, 
тогда набор ( ){ }* ,i ix U i Nϕ ∈ ∈  является сильным равновесием 3SE  в 
дифференциальной игре ( )xΓ . 
3.4. Пример  применения техники поиска  сильного  равнове-
сия в дифференциальной  игре конечной продолжительности. 
Проиллюстрируем применение теоремы на примере, предвари-






( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) = 0btV t x V t x V t x V t xx ae r t
t x x x
η η⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎟⎜+ + + +⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ , 
 
 3( , ) =V T x xη , 
 
где a , b , 1η , 2η , 3η  – заданные параметры, 2b η≠ , ( )r t  – непрерывно-
дифференцируемая функция на отрезке 0[ , ]t T . 
 
Лемма 3. Уравнение (3.1) имеет на отрезке 0[ , ]t T  единственное ре-
шение ( , )V t x , причем ( , )V t x
x
∂




( , ) ( )=V t x T te
x
ηη∂ −∂ . 
 
Пример 7. Рассмотрим игру 0 0( , )x T tΓ − , где = {1,2,3}N , = 3n . 
Динамика состояний имеет вид: 
 
 1 2 3 0 0( ) = 2 4 6 , ( ) = .x t x u u u x t x+ + +  
 
Пусть выигрыш игрока 1, 2 и 3 имеет соответственно вид:  
 





 2 2 2 2 [1]1 2 3 1 2 3
0
= 2 4 2 6 ( ) ( )
t
T
u u u u x u x u x x r t dt x T⎡ ⎤− − − + + − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ , 
 
 [ ]{2} 0 1 2 3, , , =J x u u u  
 
 2 2 2 5( ) 2 [2]1 2 3 2 3
0
= 2 4 2 6 ( ) ( )T t
t
T
u u u e x u x u x x r t dt x T−⎡ ⎤− − − + − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ , 
 [ ]{3} 0 1 2 3, , , =J x u u u  
 
 2 2 2 5( ) 2 [3]1 2 3 3
0
= 2 6 4 5 ( ) 2 ( )T t
t
T
u u u e x u x x r t dt x T−⎡ ⎤− + − − − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ , 
 
где [1]( )r t , [2]( )r t , [3]( )r t , 0[ , ]t t T∈  – непрерывно-дифференцируемые 
функции. 
Применяя результат леммы 3 в рассматриваемой игре, найдено 
сильное равновесие 3SE  [Zenkevich, Zyatchin, 2011]. Схема построения 
сильного равновесия состоит в следующем. 
В соответствии с теоремой 1 для каждой коалиции S N⊆ , 0S ≠  
необходимо найти такой номер 0
Si S∈  и непрерывно-
дифференцируемую функцию [ ]( , ),SV t x  что соответствующая система 
уравнений имеет единственное решение. 
Для коалиции = {1,2,3}N  рассмотрим вектор  
 
 [ , [ , [ , [ ,0 0 0 01 2 3
] ] ] ]= , , = (1,0,0)
N N N Nn i n i n i n iλ λ λ λ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ , 
 
тогда решение системы уравнений из условия теоремы 1 имеет вид: 
 
 123 5( )1 ( , ) = ,
T tt x e xϕ − +  
 
  123 5( )2 ( , ) = 2 2 ,
T tt x e xϕ − +   
  
  123 5( )3 ( , ) = 3 .
T tt x e xϕ − −  
 




пользует стратегию  
 
 123 5( )3 ( , ) = 3 .
T tt x e xϕ − −  
 
Пусть
1,2 1,2 1,2 1,2[ , [ , [ , [ ,0 0 0 0
1 2 3
] ] ] ]= , , = (1,0,0)n i n i n i n iλ λ λ λ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ .  
Решая систему уравнений из условия теоремы 1, имеем: 
 
 12 5( )1 ( , ) = ,
T tt x e xϕ − +  
 
 12 5( )2 ( , ) = 2 2
T tt x e xϕ − + . 
 
Оставшиеся случаи двухэлементных коалиций рассматриваются 
аналогично. Для коалиции = {1,3}S  рассматривается вектор: 
 
 ( )[ , [ , [ , [ ,0 0 0 01 2 3] ] ] ]= , , = 1,0,0S S S Sn i n i n i n iλ λ λ λ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ , 
 
а для коалиции = {2,3}S  – вектор: 
 
 ( )[ , [ , [ , [ ,0 0 0 01 2 3] ] ] ]= , , = 0,1,0S S S Sn i n i n i n iλ λ λ λ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ . 
 
Рассмотрим одноэлементную коалицию = {1}S  и вектор: 
 
 [ , [ , [ , [ ,0 0 0 01 2 3
] ] ] ]= , ,
S S S Sn i n i n i n iλ λ λ λ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠, 
 
при условии, что игрок 2  использует стратегию 
 
 123 5( )2 ( , ) = 2 2
T tt x e xϕ − + , 
 
а игрок 3  – стратегию 
 
 123 5( )3 ( , ) = 3
T tt x e xϕ − − . 
 
Пусть [ , [ , [ , [ ,0 0 0 01 2 3
] ] ] ]= , , = (1,0,0)





 1 5( )1 ( , ) =
T tt x e xϕ − + . 
 
Оставшиеся случаи одноэлементных коалиций рассматриваются 
аналогично. Для = {2}S  рассматривается вектор: 
 
 [ , [ , [ , [ ,0 0 0 01 2 3
] ] ] ]= , , = (0,1,0)
S S S Sn i n i n i n iλ λ λ λ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ , 
 
а для коалиции = {3}S  – вектор: 
 
 [ , [ , [ , [ ,0 0 0 01 2 3
] ] ] ]= , , = (0,0,1)
S S S Sn i n i n i n iλ λ λ λ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ . 
 
Для всех коалиций и выбранных векторов динамика состояний 
принимает вид: 
 
 5( )( ) = 5 28 T tx t x e −+ , 0 0( ) =x t x .  
 
В результате показано, для ситуации 
 
 ( )123 5( ) 5( ) 5( )( , ) = ,2 2 ,3T t T t T tt x e x e x e xϕ − − −+ + −  
 
существуют номера 0 = 1
Ni , {1,2}0 = 1i , 
{1,3}
0 = 1i , 
{2,3}
0 = 2i , 
{1}
0 = 1i , 
{2}
0 = 2i , 
{3}
0 = 3i  такие, что для всех коалиций выполняются условия теоремы 1, 
следовательно 123( , )t xϕ  является сильным равновесием 3SE  в диффе-
ренциальной игре примера 3. 
По лемме 2 сильное равновесие 1SE  в рассматриваемой игре не 
пусто и 123( , )t xϕ  также является сильным равновесием в смысле 1SE . 
ВЫВОДЫ 
В работе предложены достаточные условия существования пози-
ционного сильного равновесия в детерминированных дифференци-
альных играх конечной и бесконечной продолжительности. При фор-
мализации оценки качества стратегии коалиции для позиционного 
сильного равновесия в широком смысле разработана специальная 
техника, основанная на скаляризации векторного критерия, компо-
нентами которого являются  функции выигрышей игроков, входящих 
в коалицию. Это позволило применить метод динамического про-




вий существования сильного равновесия. 
Достаточные условия существования позиционного сильного 
равновесия получены в конструктивном виде, что позволяет говорить 
о новой технике построения сильного равновесия. Применение тех-
ники проиллюстрировано на примере решения дифференциальной 
игры трех лиц. Разработанная техника при дальнейшем развитии мо-
жет быть использована для построения сильных равновесий в более 
широких классах дифференциальных игр. Практическая ценность ра-
боты следует из практических направлений применения результатов 
из области динамических игр, например, формирования долгосроч-
ных соглашений, защиты окружающей среды, совместной разработки 
недр, научно-исследовательских разработок, моделей управления це-
пями поставок [Cachon, Zipkin,1999; Bernstein F, Federgruen, 2004; Ca-
chon, 2005], в экономике и менеджменте. 
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The theory of dynamic and differential games as the field of mathe-
matical game theory is being developed. It appeared as an independent 
scientific discipline since the publication of the book of von Neumann and 
Morgenstern O. “Game Theory and economic behavior”. Formation of 
Russian schools of game theory is primarily associated with the names of 
N.N. Vorobyov and J.B. Germeyer. 
The relevance of theoretical and practical results, obtained in the field 
of dynamic games, is based on realistic models, which are investigated. 
The main property of dynamic and differential games is possibility to de-
scribe many classes of controlled systems, which evaluate in time. In par-
ticular, we study a class of differential games of a conflict-controlled 
processes in which a change in game state is described by a system of dif-
ferential equations for a given time interval duration 
The class of strategies, in which we seek a solution for the differential 
game, depends on assumptions about the informational structure of the 
conflict process. Consider two classes of strategies: open-loop and closed-
loop. 
Open-loop strategies depend on the initial state and are functions of 
time. A solution in open-loop strategies was investigated, for example, in 
[Вайсборд, Жуковский, 1980]. 
Closed-loop strategies depend on time and the current game state 
[Зенкевич, Петросян, Янг, 2006]. For the first time the problem of con-
structing a closed-loop equilibrium in a differential game studied in [Basar, 
1977]. Later the problem of coincidence of the sets of equilibria in the 
open-loop and closed loop strategies was studied. 
In the theory of differential games and its applications it is an impor-
tant issue to find strong closed-loop equilibrium. Currently, there are sev-
eral definitions of a strong equilibrium [Мулен, 1958; Aumann, 1959; , 




studied in a wide [Мулен, 1958] and narrow [Petrosyan, Grauer 2002] 
sense. In each case, a strong equilibrium is a situation, which is stable 
against deviations of any coalition of players.  
This principle of optimality is investigated for classes of games in 
normal (strategic) and extensive forms (see, eg, [Мулен, 1958; Петросян, 
Зенкевич, Семина, 1998; Зенкевич, Петросян, Янг, 2006]). The main 
property of a strong equilibrium is that it is both a Nash equilibrium and 
Pareto-optimal solution, i.e. it satisfies the properties of cooperative and 
individual rationality [Чистяков,1992; Зенкевич, Петросян, Янг, 2006]. 
The main drawback of the concept of strong equilibrium is that it is ex-
tremely rare exists even in a class of two-person games [Мулен, 1958; 
Zenkevich, Zyatchin, 2007]. 
In the theory of dynamic and differential games strong equilibrium is 
sometimes found using folk theorem. It allows constructing a solution in 
the class of punishment strategy [Петросян, Зенкевич, Семина, 1998; 
Зенкевич, Петросян, Янг, 2006]. 
The disadvantage of this approach is necessity for agreement of all the 
players to apply it, and the availability of sufficient strength of coalitions 
for the implementation of the threat of punishment. 
In investigations of differential games dynamic programming tech-
nique is used. It allows representing problem of finding solution in the 
game as a solution of partial differential equation. In some cases such 
technique allows to find Nash equilibrium or cooperative solution. At the 
same time it is necessary to take into account existence and uniqueness of 
solution of differential equations, smoothness of Bellman function, instan-
taneous and terminal payoffs. These conditions are a major obstacle to de-
termine the subclasses of differential games, in which it is possible to build 
a closed-loop strong equilibrium.  
In this paper for any coalition a linear combination of players' payoffs 
in the coalition is considered. Sufficient conditions for strong equilibrium 
existence are formulated as conditions on parameters of such combination. 
The differential game of three players is considered as an example, 
which is based on solution of couple of partial differential equations. 
The purpose of this paper is to study static and differential games for 
the development of new techniques of building a closed-loop strong equili-
brium, based on the formulation of new sufficient conditions for its exis-
tence. 
In this paper sufficient conditions for the existence of the closed-loop 
strong equilibrium in the static and differential games are proposed. It has 
developed a special technique based on the scalarization of the vector crite-




It allowed using dynamic programming method in the formulation and jus-
tification of sufficient conditions for existence of a strong equilibrium. 
Sufficient conditions for existence of a closed-loop strong equilibrium 
are obtained in a constructive way, which suggests a new technique of 
building a strong equilibrium. Application of the technique is illustrated 
with examples of solution of differential games of three persons in the case 
of deterministic dynamics. A technique, developed in the paper, can be fur-
ther developed to build a strong equilibrium in a broader class of differen-
tial games. 
The practical significance of the result is based on practical areas of 
application of the results in the field of dynamic games, such as the forma-
tion of long-term agreements; environment protection; the joint develop-
ment of mineral resources; research and development, supply-chain man-
agement and logistics. 
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